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41. INTRODUCTION 
LE BUT principal de cet article est de chercher des noeuds rationnels fib& algebriquement 
cobordants a zero, dans l’espoir d’en obtenir qui ne soient pas giometriquement cobordants 
a zero. 
Une raison de l’interet Porte au cobordisme des noeuds classiques fib& est la comparai- 
son que l’on est tentt d’etablir avec le cobordisme des diffeomorphismes des surfaces. 
Associons a chaque noeud fibre sa monodromie. Que peut-on dire de cette correspondance, 
en ce qui concerne le cobordisme? 
Algebriquement, tout se passe bien: Deux noeuds fib&s algebriquement cobordants ont 
leurs monodromies algtbriquement cobordantes. De plus, l’homomorphisme que l’on peut 
alors definir entre les groupes de cobordisme algebrique est injectif. 
Geometriquement, la situation est, pour I’instant, confuse. On ne sait toujours pas si 
deux noeuds fib& cobordants ont leurs monodromies cobordantes. Si oui, on espere que 
l’homomorphisme que l’on pourra alors definir entre les groupes de cobordisme gio- 
metrique sera injectif. Une annonce de A. Casson et C. McGordon aux Notices AMS de 
janvier 1981 (p. 196) confirme partiellement cet espoir. 
Enfin, Casson et Gordon ont montre que “geomitrique” et “algebrique” ne coi’ncident 
pas pour le cobordisme des noeuds classiques, les premiers exemples &ant precisement 
fournis par des noeuds a deux ponts. De plus, A. Casson a montre qu’il n’y a pas non plus 
co’incidence pour le cobordisme des surfaces. 
Nous avons entrepris cette etude en esperant que l’existence de contre-exemples com- 
muns au cobordisme des noeuds et au cobordisme des diffeomorphismes des surfaces 
pourrait etre interessante. Voir[l, 21 pour plus de details sur ce genre de questions. 
Le premier pas dans notre recherche est fourni par le Thtoreme 4.3, dill a Francoise 
Michel, qui dit que la condition d’etre algebriquement cobordant a zero pour un noeud 
rationnel (en fait pour tous les noeuds dont le module d’Alexander est cyclique) est 
equivalente a la condition de Fox-Milnor sur le polynome d’Alexander du noeud. 
D’autre part, les noeuds rationnels fib& ont un polynome d’Alexander dont la reduc- 
tion modulo 2 ne depend que du genre g du noeud. Ce polynome a coefficients dans ff2 est 
egal a Zf”=, t’. Dans le $5, nous cherchons pour quelles valeurs de g le polynome ZzO t’ 
satisfait la condition de Fox-Milnor sur F,. Le Theorime 5.5 affix-me que c’est le cas si et 
seulement si M = 2g + 1 satisfait la condition suivante: 
Pour tous les facteurs premiers 1 de m l’ordre de 2 dans le groupe multiplicatif (Z/Z)* est 
impair. 
On peut considerer ceci comme une obstruction modulo 2 portant sur le genre du noeud. 
Les plus petites valeurs de g pour lesquelles l’obstruction modulo 2 disparait sont g = 3, 
11, 15, etc. I . . (Voir la fin du $5 pour la liste des g < 100.) 
Les noeuds rationnels fibres de genre 3 qui sont algebriquement cobordants a zero le sont 
aussi giomttriquement (ils sont m&me enrubannes). 
Nous consacrons le $7 aux noeuds rationnels fib&s de genre 11. Comme leur nombre est 
approximativement d’un million, nous avons eu recours a un ordinateur. Le plus frappant 
est peut-etre le noeud rationnel dont le revetement ramifie a 2 feuillds est l’espace lenticulaire 
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L(p; q) avec 
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P = 12.321 
q = 7.550. 
Ce noeud peut etre consider.4 comme le noeud rationnel le plus “simple” qui soit simulta- 
nement: 
(1) Fibre. 
(2) Algebriquement cobordant a zero. 
(3) Non geometriquement cobordant a zero. 
Ce noeud est note [23881] suivant la convention introduite au $8. 
En fin de compte, nous avons trouve 22 noeuds rationnels fib& de genre 11, alge- 
briquement cobordants a zero. Ces noeuds sont list&s au 98. 
Au $9, nous montrons que pour chacun de ces noeuds il y a un invariant de 
Casson-Gordon qui indique qu’il n’est pas gtomitriquement cobordant a zero. 
Au $10, nous donnons un noeud de genre 15 ayant les memes proprietes. 
On peut conjecturer que, pour chaque genre g se trouvant dans la liste donnie au $5, il 
existe de tels noeuds (g > 3). 
On peut dlcrire tres facilement la monodromie de chacun des 23 noeuds obtenus. Si on 
l’etend en un automorphisme d’une surface close en “bouchant le trou”, ce nouvel auto- 
morphisme a la propriete d’etre algtbriquement bordant a zero sans etre geometriquement 
bordant a zero. Le $11 est consacre a une breve discussion de ce fait. 
Nous tenons a remercier trb chaleureusement Daniel Coray, Gabriel Sottas et 
Gerhardt Wanner pour les nombreuses heures qu’ils ont consacrees a resoudre nos 
problemes d’informatique. Chaleureux remerciements aussi a Michel Kervaire pour ses 
conversations sur l’automorphisme de Frobenius. 
$2. QUELQUES RAPPELS SUR LES ENLACEMENTS RATIONNELS 
Un enlacement rationnel K c S3 est, par definition, le bord d’un plombage “lineaire” 
de rubans tordus, suivant le schema: 
Pour plus de details sur cette construction, voir [ 181. Ici, yi designe le nombre de demi-tours. 
T~~oR~ME. (H. Schubert, J. Conway, L. Siebenmann). Le reve^tement h 2 feuilles M(K) 
de l’enlacement K est l’espace lenticulaire L@, q) avec: 
4 1 -_= I,’ 
P Yl -y*+” .+(- l)“+$” 
Note. Dans tout cet article, les enlacements ne sont pas orient&s. S3, en revanche, sera 
la plupart du temps orientte. 
Le risultat-clt concernant les enlacements rationnels est le theoreme de Schubert, qui 
affirme qu’ils sont classes (entre eux!) par le type topologique de leur revetement a deux 
feuilles[ 171. Voir aussi la description detaillie donnbe par Siebenmann dans [18]. En 
resume: 
(1) Deux enlacements rationnels K et K’ sont equivalents par un homeomorphisme de 
S’ conservant I’orientation, si et seulement s’il existe un homeomorphisme M(K)-tM(K’) 
conservant les orientations. 
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(2) Risultat analogue en laissant tomber Ies conditions sur les orientations de S’ et des 
lenticulaires. 
(3) Les espaces lenticulaires orient& L(p, q) et Lb’, q’) sont homeomorphes par un 
homeomorphisme conservant les orientations si et seulement si: 
P =p’ et q=q’ ou qq’- 1 mod@). 
(Rappelons que p et q sont premiers entre eux.) 
3bis. Si l’on n’insiste pas sur la conservation des orientations, il faut ajouter Ies 
possibilites: 
q’z-q ou qq”-1. 
En d’autres termes, le type oriente de l’enlacement K c S3 est completement determine, 
parmi les enlacements rationnels, par: 
(I) Un entier p > 0. Cet entier est impair si K est un noeud et pair si K est un 
enlacement a 2 composantes. 
(2) Un entier q, premier a p, determine module p et module la relation q -9’ si 
qq’ z 1 modp. II y a done en principe deux q possibles modp, i moins que q soit &gal A 
son inverse modp. 
Si on abandonne la restriction sur les orientations de S3, q est determine module les 
relations: 
q-q’si: qq’=lmodp ou -q=q’ ou qq’=-lmodp. 
II y a done, en principe, quatre q possibles modp. Si 4 designe l’un d’entre eux, les trois 
autres sont - 4 et leurs inverses (multiplicatifs) mod p. 
53. UN CRlTJ?RE DE FIBRATION POUR LES NOEUDS RATIONNELS 
LEMME. Soient p et q deux entiers premier entre eux, 0 -c q -cp, et de paritks oppostes. 
A lors : 
4 l 1 - -_ - 
p !++...+6, 
avec h, pair. i = I, . . , n, et different de zero. De plus, un tel developpement est unique. 
(Voir aussi [ 181). 
La demonstration de ce lemme est laissee au lecteur. 
Soit maintenant K t S3 un noeud rationnel. Nous considtrons S’ comme non-orient&e. 
Comme K est. par hypothese, a une composante, le nombre p associl a K est impair. 
Soit q:avec 0 < q < p, tel que L(p, q) est le revetement a 2 feuilles de K. On ne restreint 
pas la gentralite en supposant q pair, car sinon on le remplace par p - q, grace au fait 
que nous ignorons les orientations. 
Soitz=f+__.+f 
I n 
h, pair. pour i = 1. . . m. different de zero. On a 
1 ’ 4’ 
h,+-+zy=p 
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avec qq’ E ( - I)“-’ modp. Comme K est un noeud, n est pair, de sorte que: 
qq’ G - 1 modp. 
De plus, )q’/pI < 1 et le signe de q’ est celui de b,. 
Si b, > 0, (q//p) est > 0 et done 0 < q’ < p. Done q’ est pair et est l’inverse mod p de 
-4. 
Si b, < 0, considerons 
c_ l 1 
P -b,+*..+-’ 
On a: 0 < q” <p, q” pair et q” est l’inverse mod p de q. 
De toutesfacons: Des quatre valeurs possibles pour q, avec 0 < q c p, deux sont paires 
et deux sont impaires. La suite {b,, . . . , bn} est canoniquement associee au noeud K, 
modulo renversement de l’ordre et/au changement global de tous les signes. 
Remarque. La situation, un peu plus compliqde, des enlacements a deux composantes 
montre que certaines petites precautions sont necessaires. D’ou les calculs ci-dessus. Grace 
a ce qui precede, le theoreme suivant a un sens. 
T&OR;ME. Soit K c S’ un noeud rationnel, et soit L(p, q) son revt?tement h deux feuilles. 
Soit (q/p) = (l/b,) +. . . + (l/b,), b,pair pour i = 1,. . . , n et diffirent de z&o. Alors Kfibre 
sietseulementsib,=+2pouri=l,...,n. 
Commentaires. Ce theoreme fait plus ou moins partie du folklore. I1 est d’ailleurs cite 
en passant dans Hatcher_Thurston[8]. Cependant, si on le compare avec d’autres critires 
de fibration existant dans la litterature,[6,7], on voit que la description des noeuds 
rationnels a la Conway ou en termes de plombages (c’est-a-dire en termes de devel- 
oppements de (q/p) en fraction continue) donne des criteres plus maniables que ceux qui 
portent directement sur (q/p) (descriptions 1 la Schubert, essentiellement). 
Bien stir, ce thtoreme donne un algorithme pour decider si un noeud rationnel fibre 
ou non. Mais cet algorithme peur etre assez long! 
Une remarque avant de dtmontrer le theoreme: Le thtoreme de Schubert qui affirme 
qu’un noeud rationnel K est amphichirique si et seulement si q2 z - 1 modp se traduit 
(et se dtmontre) dans le langage des b, en disant: K est amplicherique si et seulement si 
b,=b,, b,=b,_ ,,..., bi=b,_i+, etc. 
Ddmonstration du thhort?me 
Supposonsquebi= +2pouri=1,2,..., n. Alors le noeud fibre par un argument dti 
a K. Murasugi et qui est dtcrit en detail par Stallings dans [15] sous le terme de “plombage 
de surface-fibres”. Voici une petite esquisse de preuve. 
Si n = 1 et si b, = + 2, nous sommes en presence d’un enlacement plutot que d’un 
noeud. De fait, il s’agit de l’enlacement de Hopf. Le ruban tordu + 2 fois est une surface 
fibre pour cet enlacement, donnant les deux orientations possibles pour cet enlacement. 
Ceci peut se voir soit directement de facon geometrique, soit en appliquant le critke de 
Neuwirth-Stallings (i, et i_ induisent des isomorphismes sur le groupe fondamental). 
Ensuite, on demontre la suffisance de la condition sur les b, par recurrence sur n, le pas 
de recurrence &ant justement assure par la notion de plombage de Murasugi. 
Reciproquement, soit K un noeud rationnel et soit (b,, b,, . . . , b,} la suite d’entiers 
pairs, differents de zero, associee a K. La surface associte a {b,, . . . , b,} par plombage de 
iubans tordus est orientable, precisement parce que les b, sont pairs. 11 s’agit done d’une 
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surface de Seifert du noeud. Si l’on pose b, = 24, la matrice de Seifert S correspondant 
a la base de l’homologie constituee par les dmes des rubans tordus (convenablement 
orientees) est la matrice suivante: 
i 
d, 1 
0 -dz 0 
1 d3 1 
0 --dJ 
II est immidiat que dtt S = 5 
fI 
d,. 
,= 
Or dit S = i 1 est une condition ntcessaire pour qu’un noeud fibre. Done si l’un des 
b, est different de + 2. le noeud ne fibre pas. Nous utilisons ici que bj # 0, c’est-i-dire dtt 
s # 0. c.q.f.d. 
Commentaire. Comme le montre la demonstration, le theoreme n’est qu’un avatar, dans 
le cas des noeuds rationnels, du theoreme de Murasugi sur la fibration des noeuds alternes, 
qui affirme qu’un noeud alterne fibre si et seulement si le coefficient constant de son 
polynome d’Alexander est &gal a _+ 1. Voir [14]. 
$4. INVARIANTS D’ALEXANDER DES NOEUDS RATIONNELS 
PROPOSITION 4.1. Soit K c S! un noeud rationnel. Alors le module d’Alexander du noeud 
K est un module cyclique, c’est-d-dire qu’il est isomorphe h: HTIA(K; t) oti ZT = Z[t; t -‘I 
et A (K; t ) dksigne le polv&me d’ Alexander du noeud K. 
Preuce. D’apres ce que nous avons dit au 93, tout noeud rationnel est bord d’un 
plombage de rubans tordus 
avec les /Ii pairs, differents de zero, n = 2g. 
Soit S la matrice de Seifert associe a ce plombage. 
Or: (tS - S’) oti S’ est la matrice transposee de S est une matrice de presentation du 
module d‘Alexander. 
Si l’on pose 6, = $, (tS - S’) est la matrice 
i 
h(t - 1) t 
-1 &(t - 1) - 1 
t ut - 1) 
. . ..I. 
Appelons x,. . . . s, les gtnerateurs du module correspondant a cette matrice de 
presentation et interpretons les colonnes comme les relations. La premiere colonne donne: 
-x2 + S,(t - 1)x, = 0 i.e. x1 = d,(t - 1)x, 
la deuxiime colonne donne 
t.Yl + 6,( t - 1 )X2 + t-Y, = 0 i.e. s? = - t -‘&(t - 1)x? - x, 
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et done x3 s’exprime n fonction de x,. En general on voit que la k - 1 eme colonne exprime 
xK en fonction des x, pour i < k et done de x, seulement. Le module est done engendrt 
par x1. Par consequent, il est cyclique sur ZT et isomorphe a ZT/(A(K; 0). c.q.f.d. 
PROPOSITION 4.2. Soit K c S3 un noeud rationnelJibrt+, de genre g. Alors la riduction 
modulo 2 du polynijme d’Alexander de K est t!gale 6 IZf”=a t’. 
Preuue. Comme K est rationnel et fibre, il est bord d’une surface obtenue par plombage 
de rubans tordus selon le schema: 
avec pi = f 2 et n = 2g. 
Or, pour un genre g don&, les reductions mod 2 des matrices S sont toutes egales; il 
en est done de m2me des reductions mod 2 des polynomes d’Alexander correspondants. 
Pour trouver cette valeur, considerons le noeud du tore de type (m, 2) m impair: sa notation 
de Conway est m, il est bord du plombage: 
oti2g=m-1. 
Son polyndme d’Alexander est 
(P- l)(t - 1) t2m- 1 tm+ 1 
- 1) = (t” - l)(t + 1) = - = t 
m-l m-2 
(P - l>(t2 t+l 
-_t +...+l. 
Sa reduction modulo 2 est bien celle annoncte. c.q.f.d. 
N.B. Bien stir, on aurait pu aussi proclder par calcul direct. On obtient immediatement 
le: 
COROLLAIRE. Si K est un noeud rationnel jib&, tous les coefficients de son polyncime 
d’Alexander sont impairs. 
Note. Ce corollaire Ctait bien connu de Murasugi; comme il nous l’a signale, c’est une 
consequence facile de [ 161: utiliser le corollaire 7 et le fait que K est fib&. 
DP$nition. Nous dirons qu’un noeud K c S3 satisfait la condition de Fox-Milnor si son 
polynome d’Alexander A(K; t) est &gal a &thP(t)P(l/t) oti 2h = degre de A(K; t), pour 
un certain polynhme P g coefficients entiers. 
TI-~OR~ME 4.3. Soit K c S3 un noeud rationnel. Alors K est algdbri’quement cobordant 
h zkro si et seulement si il satisfait la condition de Fox-Milnor. 
Rappelons qu’un noeud K c S3 est dit (g6omPtriquement) cobordant & z&o, s’il borde 
un disque localement plat dans D4. “ Algebriquement cobordant a zero” est defini dans 
[lo] ou dans [l 11, articles auxquels nous renvoyons sans autres le lecteur pour toutes les 
questions concernant le cobordisme des noeuds. 
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Preuve du ThPorPme 4.3. Le fait qu’un noeud algtbriquement cobordant $ z&o satisfait 
la condition de Fox-Milnor est hien connu. (Voir par exemple [11], Lemme p. 100.) 
La rkiproque est en gin&al fausse; elle est cependant vraie si le module d’Alexander 
du noeud est cyclique, d’aprks un thtorkme de F. Michel. Pour une discussion gtntrale 
de cette question, voir [13]. 
$5. CONDITION DE FOX-MILNOR MODULO 2 POUR LES NOEUDS 
RATIONNELS FIBRk3 
Soit [F un corps quelconque et soit IF* le corps i 2 iliments. 
Dkjinition. Nous dirons qu’un polyn6me F(t) A coefficients dans ff satisfait la condition 
de Fox-Milnor sur lF si 
F(t) = 5 thG(t)G(l/t) 
avec 
2h = degrk de F(t) et G(t)~lF[t]. 
Dans la suite, nous poserons G*(t) = t*G(l/t), de sorte que la condition s’icrit: 
F(t) = &- G(t)G*(t). 
Nous dirons qu’un polyn6me H(t) est symktrique si H(t) = H*(t). 
Soit m un entier impair. Posons 
tm- 1 
P,(t) = 1 + t +. . . + tm-’ = t_lE ff,[t]. 
D’aprks le 0 prCcCdent, si m = 2g + 1, P,,,(t) est la rkduction mod 2 du polynbme 
d’Alexander de tous les noeuds fibris de genre g = (m - I)/,. 
PROPOSITION 5.1. P,,,(r) satisfait la condition de Fox-Milnor sur [F, si et seulement si la 
dkcomposition de P,,,(t) en facteurs irrtductibles sur [F, n’a aucun facteur symitrique. 
Preuve. On a tm - 1 = P,(t)(t - 1). 
La d&i&e de t m - 1 est .&gale B mtm- ‘. Comme m est impair, elle ne s’annule pas sur 
iz. De 18, on dtduit facilement que les racines de P,,,(t) dans IF, sont simples. (De faGon 
gtnttrale F dksignera une cl6ture algibrique du corps 5). La proposition dicoule alors 
immkdiatement du lemme facile suivant. 
LEMME 5.2. Soit A(t)~Ejt] un polyn6me symktrique dont toutes les racines dans F sent 
simples. Alors A(t) sarisfair la condition de Fox-Milnor si et seulement si il n’y a aucun 
facteur symhtrique dans sa dtkomposition en facteurs irrkductibles sur [F. 
Dksignons par @dr) la rkduction modulo 2 du polyn6me cyclotomique des racines 
d-ikmes de l’unitk. @d(r)~[FJz]. Supposons d impair, de sorte que les racines de @AI) dans 
Fz sont simples. 
PROPOSITION 5.3. @At) n’a pas de facteurs symetriques dans sa dkcomposition en facteurs 
irriductibles sur [F2 si et seulement si - 1 n’est pas une puissance de 2 dans (Z/d)*. 
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Notation. (Z/d)* designe le groupe multiplicatif des entiers modulo d premiers a d. 
Comme d est impair 2 appartient bien a (Z/d)*. 
Preuve. Soit $ : F2+ F2 l’automorphisme de Frobenius $(x) = .Y’. 
11 est bien connu que Ic/ est le generateur du groupe de Galois de toute extension nnie 
de IF,. Voir ([Bourbaki Algebre, Chap. v], Exercice 5 de 1’Appendice 2). 
Soit [ une racine primitive d-itme de l’unite dans Fz. Nous avons done id = 1 et ik # 1 
si 0 < k < d. De plus, $“([) = <, $‘(i) = i2, II/‘([) = ct2?) = i4, . . . , II/“([) = [““‘, . . . sent 
aussi des racines d-iemes de l’unite (pas necessairement distinctes). Soit i,(d) l’ordre de 2 
dans le groupe multiplicatif (H/d)*. Par construction I/?(<) = i@” pour j = 1,2, . . . , i.(d) 
sont les d(d) racines distinctes dans la liste prectdente. De plus. II:?, (t - t,b’([)) = H(t) 
est un polynome a coefficients dans Fz, invariant par Frobenius, il est done a coefficients 
dans IF,; par construction, il est irrtductible sur IF> et facteur de Q*(t). Ainsi @d(t) se 
decompose en un produit de polynomes irreductibles, tous de degre jL(d). 
Considerons a nouveau 
H(t) = JJ (t - II/‘(i)). 
r=l 
Ce polynome est symetrique si et seulement si [ -’ est aussi racine de H(t), c’est-a-dire si 
et seulement si c - ’ est l’une des racines: [, cl, cz2 . . . [2”‘“. Or, ceci est le cas si et seulement 
si - 1 est une puissance de 2 mod d. c.q.f.d. 
LEMME 5.4. Soit 1 premier impair. Alors - 1 est une puissance de 2 dans (Z/l)* si et 
seulement si l’ordre de 2 dans (Z/l)* est pair. 
Preuve. Si - 1 = 2w mod 1 et si p est le plus petit entier positif ayant cette propriete, alors 
2~ est l’ordre de 2 dans (Z/l)*. Reciproquement, supposons que l’ordre de 2 dans (Z/Q* 
est 2~, entier positif. Considtrons l’homomorphisme de groupes aleliens 4 : (Z/l)* -(Z/l)* 
envoyant x sur x2; son noyau est &gal a { f 11. (Cf. Serre tours d’arithmetique.) Par 
construction 2” appartient au noyau de $ et est different de 1, done 2J’ z - 1 (mod /). 
c.q.f.d. 
T&OR&E 5.5. Soit m un entier impair. Alors P,,,(t) satisfait la condition de Fox-Milnor 
sur [F, si et seulement si m satisfait la condition suivante, que nous appellerons condition (D). 
Pour tous les facteurs premiers 1 de m l’ordre de 2 dans (Z/l)* est impair. 
Preuve. On a 
P,(t) = n @At). 
Si P,,,(t) satisfait la condition de Fox-Milnor sur IF,, tous les facteurs Q)d la satisfont aussi 
(cf. Lemme 5.2); en particulier ce sera le cas pour les Q,(t), pour 1 premier divisant d. Alors, 
l’ordre de 2 dans (Z/I)* est impair d’apres ce qui precede. 
Reciproquement, supposons que P,(t) ne satisfait pas la condition de Fox-Milnor sur 
IF,. Alors il y a au moins un facteur @d(t) qui ne satisfait pas cette condition (cf. Lemme 
5.2). Par la Proposition 5.3, (- 1) est une puissance de 2 dans (Z/d)*. Mais alors, (- 1) 
sera aussi une puissance de 2 dans (Z/l)* pour tous les premiers 1 qui divisent d. Par le 
Lemme 5.4, l’ordre de 2 dans les (Z/r)* est pair. c.q.f.d. 
COROLLAIRE 5.6. Soit K un noeud rationnelJibrP, de genre g. Si K est algibriquement 
cobordant ci :Pro, alors m = 2g + 1 satisfait la condition (D). 
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Entiers m safisfaisant la condition (D) 
L.&on& mime de cette condition montre qu’il suffit de s’intkresser aux premiers I 
satisfaisant la condition (D). On peut alors raisonner comme suit. 
Soit I un nombre premier impair. On sait que le groupe multiplicatif (Z/l)* est cyclique, 
d’ordre I - 1 et que les car& forment un sous-groupe d’indice 2. Comme 1 - 1 est pair, 
si 2 est d’ordre impair dans (Z/l)* c’est un carrt mod I, et la rkciproque est vraie si 
I- 1 = 2k avec k impair. 
D’autre part, par la loi de rkiprocitt quadratique, 2 est un carrC mod 1 si et seulement 
si 1 z i 1 (mod 8;. On arrive ainsi A la conclusion suivante: 
si 1 = 2 3 (mod 8), l’ordre de 2 dans (H/l)* est pair; 
si 1 = - 1 (mod 8), l’ordre de 2 dans (Z/l)* est impair; 
si I - + 1 (mod S), les deux cas peuvent se p&enter. 
Par exemple, 2 est d’ordre 8 dans (H/17)* et d’ordre 9 dans (h/73)*. 
Dans le cas 1~ 1 (mod 8), on peut consulter des tables, par exemple [20], qui permettent 
d’obtenir l’ordre de 2 dans (Z/l)* pour tous les 1 premiers infkieurs A un million. On 
obtient ainsi. 
AFFIRMATION 5.7. Les premiers I c 2.000 satisfaisant la condition (D) sont les 1 E - J 
(mod 8) ainsi que: 73, 89, 233, 337, 601, 881, 937, 1289, 1433, 1609, 1721, 1801, 1913. 
AFFIRMATION 5.8. Les premiers 1 < 200 satisfaisant la condition (D) sont: 7, 23, 31, 47, 
71, 73, 79, 89, 103, 127, 151, 167, 191, 199. 
AFFIRMATION 5.9. Les entiers m c 200 satisfaisant la condition (D) sont les premiers 1 
de la liste prtkkdente auxquels il faut ajouter: 49 = 72 et 161 = 7.23. 
COROLLAIRE 5.10. Si un noeud rationnel JibrP de genre g < 100 est algibriquement 
cobordant ri zhro. alors g se trouve dans la liste: 
3, 11, 15, 23. 24, 35, 36, 39, 44, 51, 63, 75, 80, 83, 95, 99. 
En utilisant les tables de pol.vn6mes irrkductibles mod 2 don&s avec leur “exposant”, il est 
facile de trouver la factorisation des O,,,(t) pour m petit: 
Q,(t) = (t3 + t + l)(t3 + t2 + 1) 
%3(t)=(f1’+t9+ t7+t6+t5+ t + l)(t"+ f’o+P+p+f4+f2+ 1) 
@3,(f) = (f’+ t’+ l)(t'+ t3+ 1)(t5+ t3+ t2+ f + 1)(r5+ t4+ t3+ t2+ 1) 
x (t5+ t4+ t3+ f + l)(t5+ t4+ t2+ t + 1). 
96. DEUX PROPRIl?TI?S BIEW CONNUES DES NOEUDS RATIONNELS 
ALGEBRIQUEMENT COBORDANTS z-i Zl?RO 
PROPOSITIOK 6.1. Soit K un noeud rationnel. bord d’un plombage 
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0~; Ies /j, .sont puirs non nuls, Alors 
(i) Iu signuture du noeud K est igale h la diflrhrence du nombre de /I, positlfk et du nombre 
de p, nkgut[fi; 
(ii) .si K est algibriquement cobordant ci z&o. le nombre de /3, positifs est &gal au nombre 
de fl, nf$pt(fi. 
Prewe. (ii) Dkoule directement de (i) puisqu’un noeud algttbriquement cobordant A 
z&o a une signature nulle. I1 s’agit 18 d’un thkorkme dti originalement A Murasugi[l5]. 
Dkmontrons done (i). Une dkfinition possible de la signature d’un noeud consiste d prendre 
la signature de la matrice symktrique U = S + S’ oti S est une matrice de Seifert du noeud. 
Si I’on prend pour S la matrice correspondant au plombage avec des poids pairs. on trouve 
pour C’. 
Comme Ip,I 2 2. le Lemme 8.12 de [9] dit que la signature de U est &gale au nombre de 
/j, positifs moins le nombre de p, nlgatifs. c.q.f.d. 
PROPOSITION 6.2. Soit K c S” un noeud rationnel, algibriquement cobordant Li x5-o et 
L(p; q) son rez+tement h deux feuilles. Alors I’entier p est un carrk. 
Prewe. p est I’ordre de H,(L@; q)). Mais cet ordre est aussi kgal A A(K; t = - 1). Si 
A(K; t) = P(t)P*(t) on a A(K; - I) = (P( - 1))‘. c.q.f.d. 
$7. RECHERCHE DE NOEUDS RATIONNELS FlBRk3 ALCl?BRlQUEMENT 
COBORDANTS A ZERO 
11 y a vingt noeuds rationnels fibris de genre 3. Parmi eux, cinq sont algkbriquement 
cobordants i z&o. Mais en fait les cinq sont giiomltriquement cobordants i ziro, car ils 
tombent tous dans les familles de noeuds enrubannls citkes par Casson et McGordon. Voir 
[l81. 
Le cas suivant A considkrer est done le cas g = II. 
II y a 1.049.600 noeuds rationnels fibrCs de genre Il. I1 n’est done pas question de 
proctder “A la main” comme on peut le faire pour g = 3. Nous avons eu recours h un 
ordinateur. auquel nous avons don& les instructions suivantes: 
(I) Lister les noeuds rationnels de genre II, en listant les plombages 
avec /I, = + 2. 
Les plombages sont ordon& lexicographiquement ( - 2 < 2 bien stir!) 
Comme on peut changer simultankment tous les signes des b,, on peut supposer que /?, 
a un slgne fixe. (Nous avons choisi /I, = - 2.) Nous n’avons pas tenu compte de la symktrie 
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qui resulte du renversement de l’ordre, de sorte que la plupart des noeuds ont ete list& deux 
fois. 
(2) A cause de la proposition 6.1 (ii). on se restreint aux plombages pour lesquels 
1’1, p, = 0. 
II y en a i(i;‘) = 352.716. Comme il y a $2” = 2” plombages avec b, = - 2 la Proposition 
6.1 nous fait gagner un facteur 6. 
(3) Pour chaque plombage. l’ordinateur calcule lep de revetement a2 feuilles L@; q) du 
noeud correspondant. (II le fait par la formule de la fraction continue.) 
Sip n’est pas un carre, le plombage est rejete; si c’en est un. il passe i l’operation suivante. 
Ce test a ete la bonne surprise du programme: il est effectue tres rapidement par l’ordinateur 
et est tres discriminatoire, puisque sur les 352.718 plombages, il n’en a trouvi que 1192 pour 
lesquels p est un carre. soit un gain d’un facteur 300. 
(4) Pour chaque plombage avec p un carre, l’ordinateur a calcult le polynome 
d’Alexander du noeud correspondant par la formule de recurrence (cf. [18] et le $4). 
A, = 1 
A, = &(t - 1) 
A ,+, =d,+,(t - l)A,+tA,-, 2IiI22 
AZ2 est le polynome chercht. 
(5) Pour chacun des 1192 polynomes, l’ordinateur a applique un programme dti a 
Daniel Coray. base sur une methode due initialement d Swinnerton-Dyer, pour trouver la 
decomposition du polynome en produit de polynbmes irreductibles (sur Q). Ce programme 
est absolument superbe puisque l’ordinateur n’a utilist en moyenne que 3 dixiemes de 
seconde par polynome pour trouver sa decomposition. Les details mathematiques et 
informatiques de cette partie des operations seront publies par Coray. 
En fin de compte. l’ordinateur nous a fourni 22 (!) noeuds rationnels fib& de genre 11, 
algebriquement cobordants a zero. Nous n’affirmons pas que cette liste est exhaustive, mais 
selon Coray, les chances sont de plus de 99%. Le programme a Ite effectut complitement 
en 12 minutes par l’ordinateur UNIVAC 1100 de l’universite de Geneve. Ces noeuds sont 
list& au 98. Une adaptation de ce programme_nous a permis egalement de trouver un tel 
noeud pour le genre g = 15 (Voir $10). 
Remargue. Le calcul sur Fz montre que pour g = 11 le seul degre possible pour un facteur 
de A (K; t) est 11. Ce renseignement itait tres utile pour le programme utilise par Coray et 
a fait gagner un facteur 4. 
$8. LISTE DES VINGT-DEUX NOEUDS RATIONNELS FIBRfiS DE GENRE 11, 
ALGCBRIQUEMENT COBORDANTS d ZERO 
Soit K c S’ un noeud rationnel fibrt presenti: par un plombage 
Ecrivons ce plombage sous for-me stlnographique de la fagon suivante: [R,i., . &I, (nous 
mettons des [ ] pour distinguer cette notation de celle de Conway) avec i., 2 1, C%, = n, 
oti i., disigne la longueur du plus grand segment commenTant avec /?I et form6 uniquement 
de poids de meme signe que /?,, i.? la longueur de celui commen9ant par /?;., + ,, etc. 
Par exemple [23881] correspond au plombage: 
-2-11z _ _ _ _ _ _ _ _ - -l _, _, _, _, _? _, _, _, 1 , 2 1 7 2 , _ 2-2 
.~_ ._~._ _.__.-_.__._-.-~.-~.-_.--.--.--.--.--.--.--.--.--.--.--. 
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AFFIRMATION. La notation de Conway s’obtient ainsi Li partir de [i.,& . . . &I: 
les 1 deviennent des 2 (oti qu’ils se trouvent); 
k 2 2 au dibut devient k 1; 
1 2 2 h lajin devient 11; 
(h + 1) 2 2 ni au dkbut ni ci la jin devient lh 1; 
et on juxtapose les traductions; par exemple: [23881] devient 211211711712. Quitte h 
hentuellement renverser I’ordre, on obtient la notation de Conway du noeud. 
Remarque. Conway a conjecture que le nombre minimal de croisements d’un noeud 
rationnel est egal au nombre de croisements de sa presentation de Conway standard. Si 
cette conjecture est vraie, on a que le nombre minimal de croisements d’un noeud rationnel 
fibrb dont la notation stenographique est: [1,& . . . A,] a pour valeur IZAi + k = 2g + k. 
Parmi les noeuds que nous avons trouvis, celui ayant le plus petit nombre de 
croisements erait le noeud no 11, avec 27 croisements. 
Nous donnons maintenant la liste des 22 noeuds en question. Les noeuds sont don& 
par ordre lexicographique sur le plombage en utilisant la notation que nous venons 
d’introduire. 
1. [4,4,%5,4,21 
2. [4,4,2,3,4,4, 11 
3. 1332, 1,3, 1,3, 1,1,3, 1,2,11 
4. [3,3,5, 1,2,5, 1,21 
5. [3,3,1,2,3,4,3,2, 11 
6. [2,1,2,1,2,2,1,3,3,2,1,21 
7. [2, 1,2,2,1,2,2,2,1,2, 1,1,2,11 
8. P, 1, 1, 1,2,X 1,2, 1, 1,3, 1, 1321 
9. [2, 1, 1,2, 1,2,2,1, 1,2, I,& 1, I,21 
10. [2,2,2,3, 1, 1,3,2,2,2, 1, l] 
11. [2, 3,8,8, 1] 
12. [2,3,1,2,2,2,3,2,2,1,1,1] 
13. [2,3,1,3,2,2,3,2,3, 1] 
14. [2,8,8,2, 1, 1] 
15. [l, 1,2,2,1,2,1, 1,2,2,2, 1, 1,2, I] 
16. [1,1,2,4,2,2,1,2,4,2,1] 
17. [l,l,l,l,l, 1,2,4,1,2,1,1,4,1] 
18. [I, 1, 1,2,2, 1,2, 1, 1,2, 1, 1, 1,2, 1, 1, 1] 
19. [l, 1, 1,2, 1,2,3, 1,2, 1, 1,3, 1, 1, 1] 
20. [1,2, 1, 1, 1, 1,3, 1, 1, 1,2,2, 1,3, 1] 
21. [I, 3,5,5,4,3, 1] 
22. [I, 3,3, 1,2,3, 1, 1,3,3, 11. 
PolynGmes d’Alexander et polyn6mes P. Pour chacun des 22 noeuds, nous donnons dans 
le Tableau 1 les coefficients de son polynbme d’Alexander Ccrit sour la forme 
dt" + t-l')- a,(t’O + t-lo)+ az(t9 + t -9)_ . ..+ a,o(t~ + t-l) _ a,,. 
Dans le Tableau 2, nous donnons les coefficients des polynomes P tels que 
A(t) = + P(t)P*(t). 
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Tableau 2. 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
0 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
: 
1 
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1 
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1 
1 
1 
1 
: 
Pl P 2 33 p4 ?j P6 p-i '8 
6 
b 
12 
8 
a 
17 
19 
59 
27 
31 
32 47 57 55 
1:: 2:: 32 387: 
54 77 a9 57 
78 141 191 197 
44 2a 14 
66 4L 22 
270 144 52 
72 Lb 22 
152 aa 36 
12 
14 
lb 
14 
12 
14 
10 
b 
14 
10 
:: 
14 
14 
63 190 369 493 471 324 160 5L 
05 294 639 913 88s 586 2b2 76 
79 24L 4a5 671 063 468 228 72 
P5 296 659 9as 1009 704 326 06 
63 196 391 541 521 360 174 56 
9 fL 15 15 13 12 
b3 196 395 545 527 362 
LS 12c 231 307 301 216 
13 16 15 17 19 20 
a7 316 735 1129 1151 780 
47 132 247 
77 224 403 
109 416 1001 
a3 270 593 
a3 2RO 601 
329 333 
513 Sll 
1561 1605 
a61 a79 
a71 887 
69 73 
329 33s 
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39il 
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1 
1 
Comme les polynomes P sont egalement alternes, nour les ecrirons ainsi: 
P(t)=po-p,t +pzf*-...+plot’O-p,,t”. 
$9. CALCUL DES INVARIANT.5 DE CASSON-GORDON 
Soit K un noeud rationnel correspondant a la fraction (q/p) qui est algebriquement 
cobordant a zero (p est done un carre parfait). Casson et McGordon ont montre dans [l] 
que si K est geometriquement cobordant a zero. alors pour tout m puissance d’un nombre 
premier tel que rnl’dp les nombres 
-2P-' 
o,(K;m)=- c cot~cot~sin’~pourr=l...m 
P,=I P P m 
sont en valeur absolue egaux a 1. IIs ont egalement montre que 
o,,(K;m)=A(A ($;:)-I($;:)) 
ou A(pr/m; qr/m) est I’aire du triangle du plan de sommets (0; 0) (prim; 0) et (prim; qr/m) 
et Z@r/m; qr/m) = (nombre de points a coordonnees entieres A l’interieur du triangle) + 4 
(nombre de points a coordonnees entieres sur les a&es et distincts des sommets) + f. C’est 
cette derniere formule que nous avons utilisee pour les calculs. 
Nous donnons ci-dessous pour chacun des 22 noeuds de genre 11 algebriquement 
cobordants a zero: 
(i) Les entiers p et q correspondants. 
(ii) Un diviseur m de Jp qui est une puissance d’un nombre premier. 
(iii) La plus petite valeur r pour laquelle la “signature” o,,(K; m) differe de + 1. 
On dtduit done du tableau suivant. 
TH&JR&E. Aucun des 22 noeuds n’est geometriquement cobordant a zero. 
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Tableau 3. 
Noeud 
1 
P 9 m r 
94249 73586 307 3 
194481 151838 49 1 
3080025 2227306 27 7 
241081 173778 491 2 
870489 627170 311 11 
6 
7 
8 
9 
10 
-- 
11 
12 
13 
14 
15 
4618201 2923282 307 5 
14205361 8989598 3769 5 
8637721 5447514 2939 4 
17547721 11058482 71 3 
5442889 3363790 2333 19 
12321 
5489649 
1951609 
37 
71 
127 
20449 
21818241 
7550 
3359858 
1194398 
12370 
9159298 
13 
1'3 
1 
10 
2 
5 
1 
16 2436721 1022450 223 9 
17 5880625 2435862 97 1 
18 40819321 16868882 6389 6 
19 14085009 5814002 139 4 
20 14371681 5463302 223 7 
21 
22 
152881 
2331729 
56242 
857102 
23 
509 
5 
1 
- 
Ia qr(K;m) 1 
3 
3 
3 
3 
3 
- 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
5 
3 
$10. UN EXEMPLE EN GENRE QUINZE 
Nous donnons finalement un exemple d’un noeud rationnel fib&de genre 15 algk- 
briquement. mais non gkomtttriquement cobordant coborant g zkro. 
Sa notation sttnographique st: [6, 4, 1, 4, 4, 1, 4, 61 et on voit sur cette notation qu’il 
est amphichtrique (voir le $3). 
Pour ce noeud p = 1809025 = (1 345)2, q = 1533218. La suite des coefficients de son 
polynBme d’Alexander (avec les mimes conventions que prtckdemment) est 
I. 15. 105. 471. 1569. 4223, 9641, 19235, 34249, 55255, 81645, 111379, 
141097, 166635. 183949, 190087 
et ceux du polyneme P 
1. 8. 26. 54. 95. 137, 171, 191, 189, 168, 133, 90, 51, 23, 7, 1. 
La signature 
la,@; 269)1 = 3. 
282 DANIEL LINES ET CLAUDE WEBER 
Tres probablement y a-t-i1 d’autres noeuds fib&s rationnels de genre 1.5 ayant les mimes 
propriites. Les trouver n’est qu’une question de laisser tourner l’ordinateur suffisamment 
longtemps, perspective qui offre peu d’interet pour l’instant. 
$11. BORDISME DE LA MONODROMIE CLOSE 
Soit K un noeud rationnel fibre de genre g, bord du plombage: 
avec pi = * 2. 
La surface fibre Fest obtenue abstraitement en plombant 2g anneaux S’ x [ - 1, + 1] de 
facon lineaire. 
La monodromie h est la composee: 
oii:h est le twist de Dehn positif autour de l’ame du i’ anneau et od ti est le signe de pi. Le 
fait que la monodromie est bien ainsi dtcoule de la description de la monodromie d’un 
noeud fibri obtenu par plombage de Murasugi. Voir, par exemple, [19]. 
Soit F = F U D,, la reunion identifiant entre eux les bords des deux surfaces. h s’ttend, 
par l’identitt sur D2, en un automorphisme Iide I? Par definition, Iiest la monodromie close 
du noeud K. 
THEOREME 11.1. Soit K un noeud rationneljbrk, algtbriquement cobordant h z&o, et avec un 
certain invariant de Casson-Gordon non-trivial. Alors sa monodromie close est algt- 
briquement bordante d zPro et non g&omktriquement bordante 6 z&o. 
Dans [3], l’auteur donne des exemples de diffeomorphismes du tore qui sont algl- 
briquement mais non geomttriquement bordants a zero. Les paragraphes precedents 
fournissent des exemples en genre 11 et 15 qui ne proviennent pas d’exemples emblables en 
genres plus petits. 
B&es indications sur la preuve du ThPokme 11.1. Le fait que 6 est algebriquement 
bordante a zero resulte facilement de la comparaison entre le cobordisme “algebrique” des 
noeuds et le bordisme “algebrique” des diffeomorphismes. 
L’affirmation sur le bordisme geometrique st plus delicate et est due a Lines. Voir [ 121. 
Le point essentiel est le fait que le module d’Alexander de ‘K est cyclique. Ceci a pour 
consequence que la non-trivialite de l’invariant permet de montrer tgalement que la 
monodromie close n’est pas bordante a zero. 
1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
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